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1 Einfiihrung

Wir sind es uns gewohnt, im Dezimalsystem, also dem 10er-System, zu arbeiten. Ein Computer
hingegen arbeitet im Dualsystem (Binérsystem), also dem Zahlensystem, welches nur aus Nullen
und Einsen besteht. Zum Beispiel hat die Dezimalzahl 37 im Bin&rsystem die Form 100101.

Doch warum rechnet ein Computer nur mit 0 und 17 Ein Computer besteht aus vielen elek-
tronischen Bauteilen, in denen entweder Strom fliessen kann oder eben nicht. Die 1 steht dabei
fiir ‘es fliesst Strom’ und die 0 fiir ‘es fliesst kein Strom’. Diese beiden Zustdnde kénnen mit
einem Bit dargestellt werden. Ein Bit ist die kleinste mogliche Informationseinheit. Sie hat zwei
Moglichkeiten: 0 oder 1. Die Binérzahl 100101 besteht also aus 6 Bits.

In diesem Dossier geht es darum, wie man Zahlen in Zahlensystemen darstellen und interpre-
tieren kann. Betrachten wir die Zahl 100. Wahrscheinlich denkst du sofort ‘Hundert’! Dies ist
aber nur der Fall, wenn wir diese Zahl im uns bekanntesten Zahlensystem, dem Dezimalsystem,
betrachten. Betrachtet man diese Zahl hingegen im Binérsystem, so hat es den Wert 4 im De-
zimalsystem. Damit man eine Zahl sinnvoll interpretieren kann, muss man also immer wissen,
in welchem Zahlensystem sie dargestellt wird.

Wir werden uns hier hauptséchlich mit dem Dualsystem beschéftigen und schauen, wie dort
Grundoperationen wie das Addieren und Subtrahieren funktionieren.

Beispiel: Mit den Fingern zdhlen. Wie weit kann man mit einer Hand z&hlen? Mache fiir
die ersten paar Beispiele eine Skizze?

Wie weit kann man mit zwei Handen zihlen?
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2 Zahlensysteme

Definition 2.1

Ein Zahlensystem ist ein System, mit dem Zahlen dargestellt werden. Es wird durch seine
Basis und seine Nennwerte festgelegt.

Beispiele fiir Zahlensysteme sind das uns sehr vertraute Dezimalsystem (Basis 10), das
Binérsystem (Basis 2) oder das Hexadezimalsystem (Basis 16).

Im Dezimalsystem (auch Zehnersystem) ist die Basis 10 und die Nennwerte sind 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8
und 9. Die Zahl 190319 ist dann wie folgt zu interpretieren:

190310 =1 x 103 +9 x 10>+ 0 x 101 4+ 3 x 10° (1)

Mit der kleinen Zahl unten rechts (10) deuten wir an, dass die Zahl im Dezimalsystem zu
betrachten ist. Lésst man diese Zahl weg, schreibt man also z.B. 576, so bedeutet dies (meistens),
dass die Zahl im Dezimalsystem steht.

Aufgabe 2.1

a) Teile die Zahl 41086;¢ auf wie im Beispiel oben. Was sind ihre Nennwerte? Was ist die
Basis?

b) Was ist die Basis im Dualsystem? Was sind die Nennwerte?
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3 Bindrsystem

3.1 Grundlagen

“I told my friend 10 jokes about the binary system - He didn’t get either of them!”

Definition 3.1

Die kleinste Informationseinheit ist das Bit, es hat zwei Moglichkeiten: es kann entweder
0 oder 1 sein. In der Welt der Elektrotechnik hat diese eine besondere Relevanz, da diese
den beiden Zusténden ‘es fliesst kein Strom (0)’ oder ‘es fliesst Strom (1)’ entsprechen.

Deshalb ist da das Binérsystem (auch Dualsystem oder Zweiersystem) wichtig: Die
Basis ist 2 und die Nennwerte sind 0 und 1. Eine Binarzahl besteht also aus mehreren Bits.

Das Umrechnen einer Binidrzahl in eine Dezimalzahl geht ganz einfach. Fiir die Zahl
1001015 geht man wie folgt vor:

100101, =1 x2°+0x2 4+ 0x 22 +1x224+0x 2" +1 x2°
= 3210 + 410 + 110 (2)
= 3T10

Im Bild unten siehst du, wie man mit den Fingern einer Hand binér bis auf 31 zdhlen kann.

23 24 25 26 27 28 29 30 31
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Aufgabe 3.1
Verwende die Grafik von der letzten Seite zum Losen der Aufgabe:

YR BY TY
%@%\%\%ﬁ
%@W%%%%ﬁ

a) Wandle die Binérzahl 100012 ins Dezimalsystem um. Tue dies zuerst mithilfe der Grafik
oben. Uberpriife danach dein Resultat rechnerisch (wie im Beispiel auf der letzten Seite).

b) Wandle die Dezimalzahl 28,y mithilfe der Grafik oben ins Bindrsystem um. Hier soll nichts
gerechnet werden!

¢) Warum ist die Bin#rzahl 100102 die Lieblingszahl von jedem Heavy Metal Fan?
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Aufgabe 3.2
Wandle die Binérzahlen ins Dezimalsystem um. Gehe dabei rechnerisch vor. Jeder Rechenschritt

muss dabei klar ersichtlich sein.

a) 1119 b) 10000114
c) 11010102 d) 1000100010002
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Aufgabe 3.3

Code: Binirzahl zu Dezimalzahl. Schreibe in Python eine Funktion binary_to_decimal (b),
welche eine Binirzahl b in die zugehorige Dezimalzahl umwandelt und zuriickgibt. Uberpriife
deinen Code, indem du diesen auf die Beispiele aus der letzten Aufgabe anwendest.

Dazu einige Tipps:

e Schreibe die Binérzahl als String, z.B. b = '100101".

e Ein String kann dann behandelt werden wie ein Array. Mit b[2] kann man den dritten
Buchstaben des Strings b auslesen. Auch kann man genau gleich mit einer for-Schleife
(for x in b: ...) durch alle Buchstaben des Strings durchgehen.

Fiige hier einen Screenshot deines Codes ein:
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Aufgabe 3.4

Nimmt man 8 Bits zusammen, so erhilt man ein Byte, zum Beispiel 10011010,. Lose alle
Aufgaben in dieser Aufgabe rechnerisch. Verwende deinen Code aus der letzten Aufgabe nur,
um deine Resultate zu iiberpriifen.

a) Wieviele verschiedenen Zustinde kann man mit einem einzigen Byte ausdriicken und

warum?

b) Mit einem Byte sollen positive ganze Zahlen inklusive 0 ausgeriickt werden. Was ist die
grosste mogliche Zahl?

c¢) Es solle nun nicht nur 1 Byte, sondern x Bytes zur Verfiigung stellen. Was ist nun die
grosste mogliche Zahl, die man damit darstellen kann.

d) Wie viele Bytes benétigt man, um den Kontostand von Elon Musk speichern zu konnen?
(Stand Anfangs 2021: 162 Mia.$)
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Wir wissen nun, wie man Bindrzahlen in Dezimalzahlen umwandelt. Ziel dieser Aufgabe ist her-
auszufinden, wie der umgekehrte Schritt funktioniert: Das Umwandeln von Dezimalzahlen
in Bin&rzahlen.

Dazu gibt es einen Algorithmus, welcher wie folgt funktioniert: Starte mit der gegebenen De-
zimalzahl und dividiere sie durch 2 und notiere das Resultat sowie den Rest. Wiederhole nun
diesen Schritt, allerdings startest du nun mit dem Resultat des letzten Schritts. Dies wiederholst
du solange, bis als Resultat 0 herauskommt. Die Bin&rzahl ist dann gegeben durch die Reste
der Divisionen und zwar in umgekehrter Reihenfolge. Dieser Algorithmus wird der Restwert-
Algorithmus genannt.

Schauen wir uns diesen Algorithmus fiir die Zahl 42y an:

Schritt 1: 42 / 2 = 21 Rest: 0
Schritt 2: 21 / 2 = 10 Rest: 1
Schritt 3: 10 / 2 = 5 Rest: 0
Schritt 4: 5 / 2 = Rest: 1
Schritt 5: / 2 = 1 Rest: 0
Schritt 6: 1 / 2 = 5 Rest: 1

Das Resultat ist also
4210 = 1010104

Damit man diese Rechnung auch etwas kiirzer - aber doch iibersichtlich - darstellen kann, bietet
sich folgende Darstellung an:

42

21 |10
10 | 1
5 10
2 11
110
0|1
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Aufgabe 3.5
Wandle folgende Dezimalzahlen mit Hilfe des Restwert-Algorithmus in Bindrzahlen um. Achte

auf eine saubere und klare Darstellung.

a) 1310 b) 1910
C) 21710 d) 56 37910
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Aufgabe 3.6

Code: Dezimalzahl zu Binirzahl mit Restwert-Algorithmus. Schreibe eine Funktion
decimal_to_binary (d), welche eine Dezimalzahl d in die zugehorige Bindrzahl umrechnet und
zuriickgibt. Implementiere dazu den Restwer-Algorithmus. Uberpriife deinen Code, indem du
diesen auf die Beispiele aus der letzten Aufgabe anwendest.

Fiige hier einen Screenshot deines Codes ein:
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3.2 Addition

Aufgabe 3.7
Das schriftliche Addieren von zwei bindren Zahlen funktioniert nach dem gleichen Prinzip
wie das schriftliche Addieren von Dezimalzahlen, welches man in der Primarschule lernt.

a) Fiihre zum Aufwérmen die folgende Addition zweier Dezimalzahlen schriftlich aus:

5097410 + 8196319

b) Fiihre nun folgende Additionen schriftlich aus:
110011004 4+ 001100115
110010112 + 101011104
110100102 + 110001014
111011112 + 1011 01014
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Aufgabe 3.8

Code: Addition von Bin&rzahlen. Schreibe nun eine Funktion binary_add(a,b) welches zwei
Binérzahlen a und b (als Strings gegeben) addiert und zuriickgibt. Dabei soll vorgegangen wer-
den wie gerade eben gelernt. Es ist nicht erlaubt, die Binérzahlen in Dezimalzahlen umzurechnen
und dann zu addieren.

Fiige hier einen Screenshot deines Codes ein:
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3.3 Computer-Architekturen

Moderne Computer wie dein Laptop haben eine 64-Bit Architektur. Das heisst, dass der
Prozessor mit 64—Bit Zahlen rechnet, also Zahlen, die aus 64 Nullen und Einsen bestehen. Dies
war aber noch nicht immer der Fall, wie die Grafik unten zeigt:

',v&'}@ B

1950s 1960s 1970s 1980s 1990s 2000s 2010s
Silicon ™ 8-bit 32-bit 32-bit G4-bit 72 Core
L L U

Transistor Quad Gate Micr

8,000,000,000
Ti

Das folgende Bild zeigt eine 8—Bit CPU und wurde von TALIT-Schiilern gebaut:
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3.4 Negative Zahen & Subtraktion

In der Mathematik ist die Subtraktion keine eigene Operation, denn sie ist durch die Addition
definiert: a — b = a + (—b), oder: ‘Subtraktion’ = ‘Addition der Gegenzahl’. Damit man eine
Binérzahl von einer anderen subtrahieren kann, muss man deshalb zuerst festlegen, wie man
negative Zahlen ausdriickt.

Man konnte sich zum Beispiel darauf einigen, dass das Bit ganz links {iber das Vorzeichen
entscheidet und der Absolutwert der Zahl durch die restlichen Bits festgelegt ist. Dann wére
01015 = 4519 und 11015 = —51¢. Dies birgt aber ein Problem: Addiert man eine Zahl mit seiner
Gegenzahl, so mochte man 0 erhalten. Dies ist mit dieser Definition aber nicht der Fall: 01015 +
11012 = 100104 # 0. Deshalb verwerfen wir diesen Ansatz, um negative Zahlen darzustellen.

Stattdessen wird eine negative Zahle durch ihr 2er-Komplement ausgedriickt.
Betrachten wir eine 4—Bit CPU. Jeder Zahl stehen also 4 Bits zur Verfiigung - egal ob sie positiv

oder negativ ist. Die Dezimalzahl 5 ist offensichtlich 01015 = +51¢. Die Gegenzahl —5 soll nun
durch diejenige 4—Bit Zahl ausgedriickt werden, die in der Summe mit 0101 genau 0000 ergibt:

oo O

1
?
0

+
S| v O
S| =

Wie du dich unschwer selbst davon iiberzeugen kannst, muss man fiir die vier Fragezeichen die
Zahlen 1011 einsetzen, die Antwort ist also: —519 = 10115. Machen wir die Kontrolle:

01012 + 10112 = 100009

Beachte, dass wir im fiinften Bit eine Eins erhalten - dieses Bit ist aber irrelevant, da wir nur in
4 Bits arbeiten. Eine 4—Bit CPU kann dieses 5 Bit gar nicht handeln und es fallt einfach weg!
Die folgende Grafik zeigt alle ganzen Zahlen, die eine 4—Bit CPU darstellen kann:

negative positive Ganz-
Ganz- zahlen
zahlen
1110 0010
T 0011
1100 0100
i1l 0101
0110

1010

im 2er Komplement

Man sagt, dass 10115 das 2er-Komplement von 01015 in 4—Bit ist.
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Das 2er-Komplement kann man nach folgendem Rezept bilden:

1. Die Zahl wird in der gewiinschten Anzahl Bits ausgedriickt.
2. Dann werden alle Bits invertiert (0 — 1,1 —0) ...

3. und am Schluss 1 dazu addiert.

Das Bit ganz links entscheidet hier also dariiber, ob die Zahl positiv oder negativ ist.
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Aufgabe 3.9
a) Bestimme die Gegenzahl von 1011015 in 8—Bit.

b) Welche negative Dezimalzahl wird durch die Zahl 1010 10115 ausgedriickt?

Aufgabe 3.10

Fiihre die folgenden Subtraktionen aus. Bestimme dazu vom Subtrahend das 2er-Komplement
und addiere dann die beiden Zahlen. Die einzelnen Zahlen sind als positive Zahlen zu interpre-
tieren. Um das 2er-Komplement zu bilden, miissen sie also um ein Bit erweitert werden.

a) 100000002 — 0001 11114
b) 101010112 — 011010115
c) 111100102 — 100011115
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Aufgabe 3.11
Mit 4—Bits sollen ganze Zahlen (also positiv und negativ) ausgedriickt werden. Bestimme die
grosst- und kleinstmogliche Zahl sowohl als Binér- wie auch als Dezimalzahl.

Aufgabe 3.12
a) Code: 2er-Komplement. Schreibe eine Funktion binary_complement(b), der von einer
Binérzahl das 2er-Komplement bestimmt. Tipp: Verwende deinen Code zur Addition von
Binérzahlen, den du bereits geschrieben hast.

b) Code: Subtraktion von Bin&rzahlen. Schreibe eine Funktion binary_sub(a,b), wel-
che die Binérzahl b von der Bindrzahl a (beide als Strings gegeben) subtrahiert. Tipp:
Verwende den Code aus der vorherigen Teilaufgabe.

Fiige hier einen Screenshot deines Codes ein:
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3.5 Multiplikation

Aufgabe 3.13
Auch die schriftliche Multiplikation von Binirzahlen funktioniert analog zur derjenigen
von Dezimalzahlen.

a) Multipliziere zur Auflockerung zuerst folgende Multiplikation schriftlich aus:

790510 - 381519

b) Multipliziere nun die folgenden Binérzahlen schriftlich. Achtung: Besonders aufpassen hier
muss man mit den Ubertréigen am Schluss beim Aufsummieren. Ist die Summe 5, so notiert
man eine 1 und bei der dberndchsten Stelle einen Ubertrag von 1, da 55 = 1015.

11012 - 11119

100100102 - 011000112

111110115 - 111010114
11001011001111015 - 111001110111 10102
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Aufgabe 3.14

Code: Multiplikation von Bindrzahlen. Schreibe eine Funktion binary_mult(a,b), welche
zwel Bin#rzahlen multipliziert und zuriickgibt. Gehe dabei vor wie gerade gelernt. Es ist nicht
erlaubt, die Binédrzahlen fiir die Multiplikation ins Dezimalsystem umzuwandeln!

Fiige hier einen Screenshot deines Codes ein:
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4 **QOptional: Hexadezimalsystem

In der Computerwelt ist auch das Hexadezimalsystem, das Zahlensystem mit Basis 16 und
Nennwerten 0,1,...,9, A, B,C, D, E, F weit verbreitet. Ublicherweise wird der Préifix 0x ver-
wendet, um Hexadezimalzahlen zu kennzeichnen.

Aufgabe 4.1
a) Wandle um vom Dezimalsystem ins Hexadezimalsystem:

e 190
e 3276819
e 5637919

b) Wandle um vom Hexadezimalsystem ins Dezimalsystem:
e 0xC
e OxFFFF
e OxB38A

Aufgabe 4.2
Zusatzaufgabe: Google und finde heraus, wofiir die folgenden Zahlen in ‘Hexspeak’ stehen.

0x COCACO1A, 0x ADD511FE
0x DEADCODE

0x DECAFBAD

0x FEE1IDEAD

0x BADCABIE

20 v: 19. April 2022




1M/sca 2021-2022

Aufgabe 4.3

a) Code: Hexadezimalzahl zu Dezimalzahl. Schreibe eine Funktion hexa_to_decimal(h),
die Hexadezimalzahlen ins Dezimalsystem umrechnet und zuriickgibt.

b) Code: Dezimalzahl zu Hexadezimalzahl. Schreibe eine Funktion decimal_to_hexa(d)
fiir den umgekehrten Schritt: Dezimalsystem — Hexadezimalsystem.

Fiige hier einen Screenshot deines Codes ein:
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L6sungen

Losung Aufgabe 2.1

a)
41086190 =4 x 10* +1 x 10° + 0 x 102 + 8 x 10" + 6 x 10°

b) Basis: 2, Nennwerte: 0, 1

Lésung Aufgabe 3.1
a) 1710

b) 11100,

c) https://de.wikipedia.org/wiki/Mano_cornuta

Losung Aufgabe 3.2
a) 1lg=1-224+1-2'4+1.20=4424+1=7
b) 1000011 =1-2640-2°+0-2440-234+0-22+1-2' +1-20 =264+ 241 =64+2+1 =67
c¢) 11010102 = 106
d) 1000100010004 = 2 + 27 + 23 = 2184

Losung Aufgabe 3.3
Schicke deinen Code per Teams deiner Lehrperson.

Lésung Aufgabe 3.4
a) 8 bits mit je 2 moglichen Zusténden:

28 — 956

b) 28 — 1 =256 — 1 = 255 (das —1 braucht es, weil 0 die kleinste Zahl ist)

Losungsvariante 1 im Detail (elegant): Mit 8 Bits kann man 2% = 265 Zahlen darstellen.
Ist 0 die kleinste, muss 255 die grisste sein.

Losungsvariante 1 im Detail (weniger elegant): Die grosste Zahl ist 1111 11115. Umrechnen
in Dezimalzahl ergibt 255
c) 28 —1

d) 6 Bytes. Mit 5 Bytes kann man maximal eine gute Milliarde darstellen (reicht nicht), mit
6 Bytes sind es 281 Milliarden (reicht).

Lésung Aufgabe 3.5
a) 1310 = 11012

b) 1919 = 10011,
¢) 21719 = 11011001,
d) 5637910 = 11011100001110115
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Beispiellosung fiir eine der Teilaufgaben:

13

6 |1
310
111
0|1

— 1310 = 11012

Lésung Aufgabe 3.6
Schicke deinen Code per Teams deiner Lehrperson.

Losung Aufgabe 3.7

a)
0 9
+ 1 9 6
1 1
13 2 9 3 7
b)
e 110011002 + 00110011 = 111111115
e 110010112 + 101011102 = 101111001
e 110100102 + 110001012 = 1100101119
e 111011119 + 101101012 = 1101001002
Zweites Beispiel im Detail:
1 1.0 0 1 0 1
10 1 0 1.1 1 0
1 1 1 1
10 11 1 1 0 0 1
Letztes Beispiel im Detail:
11 1 0 1 1 1 1
+ 1011 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1
1 1.0 1 0 0 1 0 0
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Losung Aufgabe 3.8

Schicke deinen Code per Teams deiner Lehrperson.

Losung Aufgabe 3.9
a) Zahl: 001011012, Gegenzahl: 110100114

b) 010101012 = 8519, also 10101011y = —851¢

Losung Aufgabe 3.10
a) 100000002 — 000111115 = 01100001,

b) 101010119 — 011010112 = 0100 00002

¢) 111100102 — 100011119 = 011000112

Erste Aufgabe im Detail: Zwei positive 8-Bit Zahlen — erweitere auf 9-Bit:

101010113 — 011010112 = 0101010112 — 001101011,
= 0101010112 4+ 11001 01019
= 100100 00002
= 00100 00004
= 010000002

Im zweitletzten Schritt ignorieren wir das 10. Bit, da wir mit 9-Bit zahlen gerechnet haben. Im
letzten Schritt schreiben wir das Resultat als 8-Bit Zahl, da die urspriinglichen Zahlen auch als
solche dargestellt wurden.

Lésung Aufgabe 3.11
grosste Zahl: 01113 = 719, kleinste Zahl: 1000; = —819

Losung Aufgabe 3.12

Schicke deinen Code per Teams deiner Lehrperson.

Losung Aufgabe 3.13

a)

7 9 0 5 x 1
1 7
0
3 4 3 5

2 6 7 0

1 1 1
301 5 7 5 75
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11015 - 11115 = 110000114

100100104 - 011000115 = 1110000111 01104

111110115 - 111010115 = 111001100110 10012

110010110011 11012-111001110111 10102 = 10110111 11000100 111001100001 00104
Erste Aufgabe im Detail:

11 01 x 1 1 1 1
0 1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1
1
110 0 0 0 1 1

Losung Aufgabe 3.14

Schicke deinen Code per Teams deiner Lehrperson.

Losung Aufgabe 4.1

a)
e 1959 = 0x13
e 3276819 = 0x 8000
e 563799 = 0x DC3B
b)

0xC = 1210
OxFFFF = 6553519
0x B38A = 459621

Losung Aufgabe 4.2
Losung Aufgabe 4.3

Schicke deinen Code per Teams deiner Lehrperson.
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